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1 | Stegreiffragen: Kettenkomplexe

Alle Fragen sollten lediglich eine kurze Antwort benétigen:

(a) Wahr oder falsch: 0 — C ist genau dann ein Quasiisomorphismus, wenn C, exakt ist.
(b) Wahr oder falsch: Homologie vertauscht mit direkten Summen, d.h. @;c; Hn(Ai) = Hp(@jer Ai)-
(¢c) Wahr oder falsch: Homologie vertauscht mit direkten Produkten, d.h. Il;c; Hy,(A;) = Hy, (1 A;).

(d) Was ist die Homologie von ... — 0 — 0 — Z /87 —%5 7,/87 —%+ 7,/8Z 25 .. .7

(e) Was ist die Homologie von ... 0> Z — -+ »Z -7 25727257 50— ...7
(f) Wahr oder falsch: Fiir einen Kettenkomplex C, ist 0 — C, 0, — C, /nCy — 0 immer exakt.

2 | Kerne und Kokerne kdnnen gradweise berechnet werden

Sei f: Ay — B, ein Kettenkomplexmorphismus. Definiere die Kettenkomplexe ker(f), = ker(f,)
und coker(f),, = coker(fy).

(a) Zeigen Sie, dass ker(f), mit dem durch d2 induziertem Differential einen Kettenkomplex definiert.

(b) Zeigen Sie, dass ker(f). ein Kern von f in der Kategorie der Kettenkomplexe ist.

(¢c) Zeigen Sie die analogen Aussagen fiir den Kokern coker(f)..

(d) Folgern Sie, dass die Abbildung f genau dann ein Monomorphismus in der Kategorie der
Kettenkomplexe ist, wenn f,,: A, — B, fiir alle n € Z ein Monomorphismus ist (und die gleiche
Aussage fiir Epimorphismen).

3 | Quasiisomorphismen iiber Kerne und Kokerne bestimmen

Sei f: Ay — B, ein Kettenkomplexmorphismus.

(a) Zeigen Sie, dass wenn ker(f), und coker(f), exakt sind, f ein Quasiisomorphismus ist.

(b) Finden Sie ein Gegenbeispiel fiir die Umkehrung, d.h. einen Quasiisomorphismus f aber ker(f).,
coker(f). sind nicht exakt.
(Hinweis: wahlen Sie A, und B, exakt)

4 | Spaltend exakte Kettenkomplexe

Ein Kettenkomplex C, heifit spaltend, wenn es Morphismen s, : C),, = Cp41 mit d, = d, 0 sp,—10d,
fiir alle n gibt und spaltend exakt, wenn der Komplex zuséatzlich exakt ist.

(a) Zeigen Sie, dass ... — Z/4Z 3 Z]AZ 3 ZJAZ — ... exakt ist, aber nicht spaltet.

(b) Zeigen Sie, dass C, genau dann spaltet, wenn es eine Zerlegung von R-Moduln der Form
Cn = Z,® B} und Z,, = B,, ® H], gibt, wobei Z,, die Zykel von C,, sind und B,, die Rinder.

(c) Zeigen Sie, dass ein spaltender Kettenkomplex C, genau dann exakt ist, wenn H, = 0.

(d) Zeigen Sie, dass C genau dann spaltend exakt ist, wenn die Identitét id¢, : Cy — C, nullhomotop
ist.

Betrachte den Kettenkomplex H,(C') mit (H.(C)), = Hy(C) und trivialen Differentialen.

(e) Zeigen Sie, dass C und H,(C) genau dann kettenhomotopiedquivalent sind, wenn C, spaltet.



5 | Homologie von Graphen %

Sei I' = (V, E) ein endlicher ungerichteter Graph. Fixiere eine Orientierung fiir jede Kante. Definiere
den Kettenkomplex C, durch die freien R-Moduln Cy = R[V], C1 = R[E] und C,, =0 fiir n # 0, 1.
Das Differential dy: C7 — Cj ist gegeben durch die Inzidenzmatrix, d.h. diese |V| x |E| Matrix hat
an Stelle (4, j) den Eintrag +1, falls die Kante e; in v; startet, den Eintrag —1, falls die Kante e; in
v; endet, und 0 sonst.

(a) Zeigen Sie fir I' zusammenhéngend, dass Ho(C) und H;(C) freie R-Moduln sind und es gilt:
rkp(Ho(C)) =1,  rkp(Hi(C)) = V| - |E[+1

(Was passiert fiir I' nicht-zusammenhéngend?)




