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So ern nicht weiter spezifziert arbeiten wir in der Kategorie der lokal kompakt erzeugten, schwach
Hausdor Räume und bezeichnen diese Kategorie mit Top, bzw. der punktierten Version Top∗.

1 | Stegreiragen: Koezienten und Kohomologie

Alle Fragen sollten lediglich eine kurze Antwort benötigen:

(a) Wahr oder alsch:
(i) Ist f∗ : H∗(X;Z) → H∗(Y ;Z) ein Isomorphismus, so auch f∗ : H∗(X;G) → H∗(Y ;G).
(ii) Ist f∗ = g∗ : H∗(X;Z) → H∗(Y ;Z), so auch f∗ = g∗ : H∗(X;G) → H∗(Y ;G).

(b) Berechnen Sie ür den olgenden Kettenkomplex

C∗ : . . . 0 Z3 Z2 0 . . .
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(i) Die Homologie Hn(C∗).
(ii) Den dualen Komplex (C∨)∗.
(iii) Die Kohomologie Hn((C∨)∗).

2 | Keine guten Alternativen ür weitere Defnitionen

Ziel dieser Augabe ist es zu zeigen, dass gewisse Änderungen in der Defnition einer Kohomologie-
theorie ungewollte Auswirkungen haben.

(a) Zeigen Sie, dass Fn(X,A) := Hom(Hn(X,A;Z),Z) ür kein Familie von Randabbildungen
δn : Fn(A) → Fn+1(X,A) eine Kohomologietheorie defniert.

(b) Sei G ∈ {Z,Z/mZ,Q}. Berechnen Sie die Homologiegruppen von

. . . → Hom(G,Cn+1(X)) → Hom(G,Cn(X)) → Hom(G,Cn−1(X)) → . . . .

Defnieren diese Homologietheorien?

3 | Bockstein

Sei 0 → A
i
→ B

p
→ C → 0 eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen.

(a) Zeigen Sie, dass es lange exakte Sequenzen der olgenden Form gibt

. . . → Hn(X;A)
in
→ Hn(X;B)

pn
→ Hn(X;C)

βn

→ Hn−1(X;A)
in−1

→ Hn−1(X;B)
pn−1

→ Hn−1(X;C) → . . .

. . . → Hn(X;A)
in

→ Hn(X;B)
pn

→ Hn(X;B)
βn

→ Hn+1(X;A)
in+1

→ Hn+1(X;B)
pn+1

→ Hn+1(X;C) → . . .

und beschreiben Sie die Bocksteinhomomorphismen βn : Hn(X;C) → Hn−1(X;A).
(b) Zeigen Sie βn ◦ βn+1 = 0 ür die kurze exakte Sequenz 0 → Z/mZ → Z/m2Z → Z/mZ → 0.

(Hinweis: betrachten Sie die Bocksteinsequenz ür 0 → Z
·m
−→ Z −→ Z/mZ → 0.)

(c) Berechnen Sie die homologische Bocksteinsequenz ür X = M(Z/pZ,m) und die kurze exakte
Sequenz 0 → Z

·m
−→ Z −→ Z/mZ → 0.

(d) Berechnen Sie die homologische Bocksteinsequenz ür X = RPn und die kurze exakte Sequenz
0 → Z/2Z → Z/4Z → Z/2Z → 0.


