
Heinrich-Heine-Universität Sommersemester 2025

Marcus Zibrowius 11.06.2025

Jan Hennig

Topologie II

Blatt 9

So ern nicht weiter spezifziert arbeiten wir in der Kategorie der lokal kompakt erzeugten, schwach
Hausdor Räume und bezeichnen diese Kategorie mit Top, bzw. der punktierten Version Top∗.

1 | Kohomologieringe von projektiven Räumen

Betrachte RP
n mit Unterräumen p = {[0 : . . . : 0 : 1 : 0]}, RPn−1 = {[x0 : . . . : xn] | xn = 0} und

RP
1 = {[x0 : . . . : xn] | x0 = · · · = xn−2 = 0}. Soern nicht anders angegeben sind alle Koezienten

Z/2Z.

(a) Zeigen Sie, dass das olgende Diagramm kommutiert und die angegebenen Abbildungen Isomor-
phismen sind ür i ∈ {0, 1, n− 1}

Hn−i(RPn) Hn−i(RPn,RPn \ RPi) Hn−i(Rn,Rn \ Ri)

Hn−i(RPn−i) Hn−i(RPn−i,RPn−i \ {p}) Hn−i(Rn−i,Rn−i \ {0})

∼=

∼=

∼=

∼= ∼=

wobei die Abbildung R
n
→ RP

n durch (x1, . . . , xn) 7→ [x1 : . . . : xn−1 : 1 : xn] gegeben ist.
(b) Zeigen Sie, dass das olgende Diagramm kommutiert und die angegebenen Abbildungen Isomor-

phismen sind

H1(RPn)⊗Hn−1(RPn) Hn(RPn)

H1(RPn,RPn \ RPn−1)⊗Hn−1(RPn,RPn \ RP1) Hn(RPn,RPn \ {p})

H1(Rn,Rn \ Rn−1)⊗Hn−1(Rn,Rn \ R) Hn(Rn,Rn \ {0})

∪

∪

∼=

∼=

∼=

∼=

∪

(c) Folgern Sie, dass H1(RPn)⊗Hn−1(RPn) → Hn(RPn) ein Isomorphismus ist.
(d) Folgern Sie, dass H∗(RPn;Z/2Z) ∼= Z/2Z[x]/(xn+1) mit |x| = 1.
(e) Folgern Sie analog, dass H∗(CPn;Z) ∼= Z[x]/(xn+1) mit |x| = 2 gilt.

2 | Cup-Produkte lieern einere Inormationen

Ziel dieser Augabe ist es zu zeigen, dass das Cup-Produkt Räume voneinander unterscheiden kann.

(a) Zeigen Sie, dass H∗(CP
2;Z) ∼= H∗(S

2
∨ S4;Z).

(b) Zeigen Sie, dass H∗(CP2;Z) ∼= H∗(S2
∨ S4;Z) als graduierte Gruppen.

(c) Zeigen Sie, dass H∗(CP2;Z) 6∼= H∗(S2
∨ S4;Z) als graduierte Ringe.

(d) Folgern Sie, dass CP2 und S2
∨ S4 nicht homotopieäquivalent sind.

(Extra: Hätten wir diese Frage schon rüher beantworten können?)


