Losung zu Blatt 4, Aufgabe 3: ,,Satz von Kieboom*

3 | Satz von Kieboom %
Ziel dieser Aussge ist eine Verallgemeinerung von Blatt 3 Aufgabe 3(a) zu zeigen (Produkte von
Kofaserungen sind Kofaserungen, siehe (1) und (m)).

Zur Vorbereitung:

(a) Seii,: A — B eine Kofaserung und p: E — B eine Faserung. Zeigen Sie, dass p~1(is(4)) — E
eine Kofaserung ist.
(Hinweis: Die Abbildung u: B — I in der Definition eines UDRs kann ,,besser* gewéhlt werden.)
Lésung: Weil i,: A — B eine Kofaserung ist, gibt es eine Homotopie H: B x I — B und ein
u: B — I mit

(—,0) =idp,

(z,t) € ( ) Vit > u(x),

(a,—) = Va €ia(A),

(4) _1({0}

Die Existenz der hier verwendeten Funktion w: B — I folgt aus dem Beweis der Vorlesung.

Da p: E — B eine Faserung ist, gibt es eine Abbildung H: E x I — E, sodass das folgende
Diagramm kommutiert:
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Definiere jetzt die folgenden Abbildungen, die zeigen, dass p~1(i4(A)) — E ein Umgebungsde-
formationsretrakt, also eine Kofaserung, ist.

H:ExI— E, (e,t) — H (e,min{t,u(p(e))}),
u:E—1, e — u(p(e)).

Wir iiberpriifen die Umgebungsdeformationsretraktsbedingungen:

H(e,0) = H(e,0) =

H{(e,1) = H(e, ulp(e ))) € p~(ia(4)) Ve € p~ (u™'([0,1))),
H(e,t) = H(e,min{t,u(p(e))}) = H(e,0) = e Ve € p~1(ia(A)) Vi,
T

u'({0}) = {e € E [ () = u(p(e)) = 0} = p~'(ia(4)),
a([0,1) =p~ (u” ([0 D),

wobei die zweite Aussage gilt, weil i4(A) abgeschlossen ist.

(b) Seien j: B — A und i: A — X Abbildungen, wobei i und i o j Kofaserungen sind. Zeigen Sie,
dass j eine Kofaserung ist.
Lésung: Wir zeigen die Homotopieerweiterungseigenschaft fiir j. Betrachte dafiir folgendes

Diagramm:
B Lyl
I I
A Y
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Weil i: A — X eine Kofaserung ist, gibt es eine offene Umgebung i(A) C U C X und eine
Retraktion r: U — A, also r o7 = id4 und i o r ~ idy. Betrachte nun folgendes Diagramm,

B— " .yl

evo

wobei der Lift G: U — Y/ existiert, da i o j eine Kofaserung ist. Ein Lift im urspriinglichen
Diagramm ist durch Goi: A — Y gegeben, da

(Goi)oj=H,

evpo (Goi)= (evgoG)oi= foroi=f.

(c) Betrachte das folgende kommutative Diagramm, wobei i: A — X ein (starker) Deformationsre-
trakt und p: E — B eine Faserung ist. Zusitzlich gebe es ein u: X — I mit u~1({0}) = A.

A L FE
%

ZJi I—{/// lp

X——B

Zeigen Sie, dass ein Lift H: X — FE existiert.

Lésung: Da i: A — X ein starker Deformationsretrakt ist, gibt es ein r: X — A mit roi =idy4
und ior = H(—,0) ~4 H(—,1) = idx fiir eine Homotopie H: X x I — X. Definiere die
Abbildung;:

H(z,t/u(z)), t<u(x)

H: X xI— X, (x,t)l—>{
H(z,1), t > u(x)

Betrachte nun das folgende Diagramm:

X r A — E

w[ ﬁ ’//’/” l
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Das Diagramm kommutiert, weil

9(H(z,0)), = ¢i(A)

g(H(x,1)), z€i(A) = (goior)(x) = (po for)(z).

(go H oig)(z) = g(H(z,0)) = {

Die Abbildung H: X x I — E existiert, weil p: E — B eine Faserung ist. Der gewiinschte Lift
ist gegeben durch,

A ! 5 E
A-u(-) - lp
x = » B




weil

H(i(a),u(i(a))) = H(i(a),0) = f(r(i(a))) = f(a),
(H(w,u(x))) = g(H(w,u(x))) = g(H(w, 1)) = g(x).

(d) Betrachte das folgende kommutative Diagramm, wobei i: A — X eine Kofaserung und p4, px

Faserungen sind:
B

Folgern Sie, dass i: A — X eine Kofaserung iiber B ist, d.h. eine Retraktion r: X x I — M;
existiert, sodass das folgende Diagramm kommutiert:
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Lésung: Faktorisiere i: A — X durch den Abbildungszylinder als A AN M; -5 X, wobei j eine
Kofaserung ist, und ¢ eine Homotopiedquivalenz und Faserung. Das folgende Diagramm erfiillt
die Bedingung fur (c) (j ist ein (starker) Deformationsretrakt, weil i eine Kofaserung ist, und
px o q eine Faserung als Verkniipfung von Faserungen):

idyy
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Xx] ——— B
pXxopr;

Betrachte nun das folgende kommutative Diagramm:

fo

XO > BQ « Po EO
iXO[ iB, J}EO
X 7 » B «—— E

wobei ix,, iB,, t5, Kofaserungen, und pg, p Faserungen sind.

(e) Zeigen Sie, dass p~1(ip,(Bo)) — E eine Kofaserung ist.

Lésung: Folgt aus (a) fiir die Kofaserung ip,: Bp — B und die Faserung p: F — B.
(f) Zeigen Sie, dass Ey < p~1(ip,(Bo)) eine Kofaserung ist.

Lésung: Folgt aus (b) fiir Ey — p~!(ip,(Bo)) — E (Voraussetzungen: Annahme und (e))
(g) Zeigen Sie, dass p0|p71(i30(30)): p (ip,(Bo)) — Bo eine Faserung ist.

Losung: Folgt daraus, dass es ein Pullback einer Faserung ist.

p'(iBy(Bo)) —— E
po'pfl(iB()(Bo))l P

Bo & iBo(BO) —— B

(h) Zeigen Sie, dass Ey < p~1(ip,(Bo)) eine Kofaserung iiber By ist.



8)

(k)

Losung: Folgt aus (d) fir das Diagramm:

0 p~L(is,(Bo))

EO <
m APl@BO(BO»
By

wobei die Voraussetzungen nach Annahme, (f) und (g) gelten.

Zeigen Sie, dass Xo x g, Eo — Xo x5 p~'(ip,(Bo)) eine Kofaserung ist.

Lisung: Sei r: p~'(ip,(Bo)) x I = (p(iB,(Bo)) x {0}) Uy (Eo x I) die Retraktion iiber B
aus (h). Dann ist

(Xo X B pil(iBO(BQ))) x I —> (XO X B pil(iBO(Bo))) X {0} U(z) (Xo X B E()) x I

((zo,€),t) — (x0,7(e, 1))

ein Deformationsretrakt, der zeigt, dass die Abbildung in (i) eine Kofaserung ist.

(Aufgabenteil (h) war notig, damit die Abbildung auf dem Faserprodukt iiber By wohldefiniert

ist. Da die Abbildungen keine Namen bekommen haben wurden die Abbildungen/Abbildungszylinder
mit ihren Aufgabennamen bezeichnet.)

Zeigen Sie, dass p: X xp E — X eine Faserung ist.

Lésung: Folgt daraus, dass es ein Pullback einer Faserung ist.

Xxplk —— F

b

X — B

Zeigen Sie, dass Xo xp p~'(ig,(Bo)) = X xp E eine Kofaserung ist.
Lésung: Folgt aus (a) fur die Kofaserung ix,: Xo < X und Faserung p: X xp E — X aus (j),
da ﬁ_l(ixo (Xo)) = Xo XB p_l(Bo).

Endlich folgt das Finale:

()

Zeigen Sie, dass Xo xp, Eg — X xp E eine Kofaserung ist.
Losung: Folgt, da die Abbildung eine Komposition von Kofaserungen ist.

. . K
X() X By E(] ‘L) X() XBp_l(ZBO(Bo)) ‘L> X XBE

(m) Folgern Sie, dass das Produkt zweier Kofaserungen eine Kofaserung ist (Blatt 3, Aufgabe 3(a)).

Lésung: Folgt aus der Anwendung von (1) auf das folgende Diagramm:

A——> x«— B

fj { L‘/

X — s+ «—Y




